SERIES DE FOURIER

Exercices et corrections

Exercice 1
Développer en sérde de Fourier la fonction 2m — périodique définde

SUr |-m, m par £(x) =|x|

+ 1 =+t 1
En déduire A = Z 5 E = =
n=1 1t n=l I

Correction
f est de classe O par momeaux, et est développable sur B en série de Fourier.
Puizque fest paire, ce déwlopperert st en séme de cosinms, done by, =0 ¥n

on calenle
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f est de classe (1 par morceanx, sa sére de Fourer converge nomwalemment vers £
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En opérant corane précederranent, on déduit

+m 1 +w 1 ] + 1 1 + 1
r F=2 + > = +— ¥ T
St S en+nt S ent 5 enept 185 0t

© Gérard Hirsch
http://maths54.free.fr
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Exercice 2
Développer eh sfrie de Fourer la fonction 2 —périodique impaire définie

gur [0,m ] par (=) =x(m-x

o -pt w1
En déduire & = P —— =y —¢
= Y WS 2+

Correction
f est de classe ) par morceaux, et est développable sur IR en sére de Fourer.
Puisque fest rmpaire, ce développerment esten sére de sihus, done a, =0 Vo
on caleule
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et ¥n=H"* by, =0 et by =—=
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f est de classe ©! sur I sa séme de Fourier converge nonmalerent wers f
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Exercice 3
Développer er sére de Fourer la forcton 2 - pérodique défirde

sur |—m [ par f(x = &

+m 4 {-1}““1 ey 1
En déduire 4= ¥ — B = - =3 ——
n=1 1 n=l I n=n 2n+13
+m ] + o 1
D = E = Z
& IS
n=l Il n=0 2n+1
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Correction
f est de classe C! par momceanx, et est développatle sur B en sére de Fourer.
Puizque fest paire, ce déweloppemment est en séde de cosinms, done by, =0 ¥n
on calcule

2 z[xz]“=zmz

2 T o=
ﬂ] - oosmxax
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Exercices et corrections

Exercice 4
Développer en sérde de Fourier la fonction 2m — périodique définde

SUr |-m, e par £x) =|sinx|

+ 1
En déduire ¥ 7
n=1 4n” -1

Correction
f est de classe o) par morceanx, et est déweloppable sur B en série de Fourier.
Puizsque fest paire, ce développernent esten sére de cosinus, done by, =0 Yn
an caloale

an =%_r:zsmxd:-: =E[—cnst =§

I

1 = 2 x
vneH' a, =~ sinx |cos nxdx = —[ sihxcos hedx
w==f lsinx] -

= i_r:[sin{l + WX + 5inf] — njx fix
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1 [cus{n —lx  cosin+ 1}:-:]]I
B o

0

et vn<=H"* A, = - et ag,,1 =0

wind _ 1y

f est de classe o) par morceanw, sa série de Fourer converge nonmalernent vers f

2 44" oogdnw
v - inx| == -2 I
x[-mm] |sinx| S % 1 )

Dans (1) oh remplace x par 0
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Exercice 5
Développer en série de Fourder la fonction 2w — périodique définie par

{x six €]0,2m]
£ix) =
x sx=0
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Correction
La fonction vérifie les conditions de Dirichlet, elle est développable

en série de Fourer
on caleule les coefficients de Fourier enintégramt sur [0,2mx]

L
ap =— = =T
0 =320

1 &
aq =—_|‘I:| ¥cosnEdx =05 nzl
I

] &= 2
by, =—[ xsinnxdx =-—
n
+® i
frm-2 F
=1 n

Fn dormant 3 x la waleur x =§. on obtient

Exercice 6
Soit £ de périnde 2m el que f{x) =% + T S |7,
1} Fonmer le développement en sére de Fourer figonormétrique de £
ainsi que la formule de Parsewal pour ©

. il g A +Wo]
En déduire 3 5 puis ¥
n=l I n=l I

x
23 Déduire le développerert de F de périods 2w telle que Fix) =_|‘I:| £ty dt

+m
Fn déduire Z —_
n=1 nﬁ
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Correction
i
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f est discontinue en m
e+ 1t }]——[n+zm]= :
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Exercice 7
Diéter miner le déweloppernent en s8re de Founier de la fonction £ de période 2=

felle que £z =cu:us§+sin§

1
En déduire la wleur de Z
1-,_]_‘1-11 -1

Correction
X 1 = 4 2
ap _|‘ {cnsgwm—}dx zjr_r_Icu:usE de=—

2:!1: -z T

I
i, =—_|‘_I{ccus§+s:inzjlms T d= =i_|‘ CDSE 002 ro d=

4i- 1}n+1

=:;-ru[cns{n+—}3+':':'s':n_zl}x]dx widn’ 1)

1 = 1 =
1 =;_r_I {cnsg +sm§}sm nx dy =— _Ismg 3in nor dx
1 1 gn -1+
= [cns{n——}x—cus{n+5}x]d:{_ ni-h

0 widnd — 1
2 tm 4{—1}“+l[|:|:|s 1 + 21 3in 1 |
—+

f: 7
T o] midn® ~ 1

f vérifie les conditions de Dinichlet, donc pour x=m

1|:1 Iy 2 = -4
—_ —_ =— 4+
2 T2y wid -l
i 1 1
El ant -1 2
Exercice 8
Soit £ la fonction de périnde 2 telle que
—m 3T |- 0]
flx =
e sur |0, x|
+m
et soit ag + 3 (3, c08nx + by Sinnx) son développernent en série de Fourer
n=1

I} Déterminer en fonction de a, et by, les coefficients des développements en série de
Fourer de ' f"et £
23 En déduire pour n o= 0les wleurs de ag et by

1
S) A partir du développement en sére de Fourier de f', caleuler Z —

2k+ 1)

+m nn
4y A partir du développement en sére de Fourer de f caleuler ag et Z %

+m 1
5) Dédnire du développernent en série de Fourer de £' la waleur de Z W
+
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Correction
Iy f est continue aur B Tf ol1
2y =0 a, =nh, b, = —na,
' a sur |om | deux discontinuités
¥ =0 8] =T
X = 8, =-3m

S —1
2_} f"'=|:|==.an=%
n
2 4
st by = _—[1_{_1}“] soit By =0 €t byp,g = ———
R T ke
+ = L =T T
3Py ;zms{zk+1}x+ v 12 i
k=0 mi2k+1) n=1 n
f' vérifie les conditions de Dirichlet
3
o 4
L ofl pour x =0 l[—:m+|2|]= 5 - = ¥ 1 - ==
2 b m2k+F Sh 2k+0t 8
+ = T +r
4) fiag+ 3 &zlcnsm+ v %sm{zkn}x
=1 h k=0 m2k+ 1)
£ vérifie les conditions de Dirichlet
+ _lTI. + = 1
pour % =0 0=ay+3 { z} — -
n=l n=l It
+w +m g T
pour X =7 n —ag +3 iz_ { 113'
n=l It n=l I
+m 3 b 3 &
De %:x— ot déduit L lg = —— puis g = —
=l It & n=l 1 n 12

" 1
Tfon ap =—2.—I::I'I:—3:I'I::l=1
A

Co1
an =uby - {7 - Smensn = —nta, -[1 -3{-1}“]
I
n 1 2.
tl-“_ = —I'I.E.Tl_ = -1 le.

fUasur o m ] deux discontinuités

m n 1 2’
@y = b - —(2 2 cosnm) = ——n’b, -;[1 -{-1}“]

o = —ran =nag + n[1-3{-1}“]

5y L' Egalité de Parsewal pour ' donne

16+ 1 += (g (-p™] 1.x ¢ T
LN RS [ e R s B
nt ]Ec. 2k + 1t TEI [nz nt ) AR 5
= 1 =t
>

d' ol

WS ket 98

© Gérard Hirsch
http://maths54.free.fr




