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1. Etude de la fonction f définie par la relation f(x)=

5x*+x-1
(x+1)°(x* = x+1)°

Ox0 R-{ -1} fr(x)=-9

o = R _p=L._
Oor OxO R-{-1} f i (x)=0 = [x—a—lo( 1-421) O x—,8—10( 1+\/ﬁ)}

X -00 -1 a 0 B +00
f’ 0 - S | - 0 + 9 + 0 - 0
f 0 +00
\ 9 (
—0 f(x)>0 0

2. Décomposition de la fonction rationnelle f en éléments simples de R(X)
a_ . bx + ¢ + dx +e

O(@bic;die) OR® DxOR-{ -1} f(x)=
(abic;dze) X {-1} (x) Xx+1 x*=-x+1 (x*-x+1)?

a:{—g } =1
(X2 =x+1)* |

: 9 :
[dx +e],.; = —d] +e:[X—+J =32+ j)=>[d=-30¢e=6]

X==]j

O=a+b=b=-10 9=a+c+te=c=2
1 x-2 X—=2
+1 x?2-x+1 (X*-x+1)?

Donc OxOR-{ -1} f(x)= .



3. La fonction f est continue sur R—{ -1}, elle admet donc des

primitives sur chacun des deux intervalles | —oo; —=1[ et [-1; + o
Détermination des primitives de f:

[ < x+1]
X+1

Iz)(;z dx :% Izz)(—_4dx :% Iﬁdx —3J.;dx

X —x+1 X2 —x+1 x> =x+1 (x—1)2+§
2 4
1 2x-1
== In(x* =x +1) -3 Arctan
; ( ) —3 7
2x -1 1
X—3 dx
J.(X _X+1)2 J.(X _X+1)2 J|:(x—l)2 +§:|2
2
1 1 dx
==| ————-3FK(x)| en posant F,(X) = |————
2[ 3R )} posant. F, (1) = [ 2
dx dx 2 2x—-1
Posons F(x) = = Arctan——
1(X) IXZ—x+1 I(X_l) 3 03 Wz
2 4
en primitivant par parties F(x) = +2 dx
p par p () =2 +2f VET:
=
2x—1

= F(x )— {F(x)— F(x)}

+1
1_2x-1 _1 43 2x-1, 2x-1
= FK(x) = F = == Arctan +
0=3R00*3 0 3{ 3 V3 xz—x+1}
X =2 X 23 2x -1
I > sdX =— - Arctan
(x*+x+1) X“=x+1 3 V3
Donc

9 1 2 2x -1 3X
dx =In x+1|—=In(x" —x+1) + 3W3Arctan +
J.(x+l)(x2—x+1)2 | | 2 ( ) +343 J3 0 X -x+1
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2_t+1)2dt

Il. Etude de la fonction F définie par la relation F(x)= J'x(“_l)(t

Montrons que F est définie sur R

La fonction f est continue sur R, -{ -1}

. (1 .
Pour tout x OJR, , le segment |—;x | est inclus dans | 'ouvert ]—1; +o<{
| X

la fonction f est donc intégrable sur ce segment ; F est donc définie au moins sur R
* _1 ] - - 1
Pour tout x OR_, le segment |—;x | contient le point-1, or f(x) ~ —
X -1 x+1
La fonction f n'est donc pas intégrable sur un tel segment, ni au sens de Riemann,
ni d 'aprés le crittre de Riemann, au sens de | 'extension de la théorie de | '"intégration

de Riemann.

La fonction F n 'est donc pas définie sur R*, de plus elle ne | est pas en 0.

Donc le domaine de définition de la fonction F est R

Etudions le signe de la fonction F
OtORr, f@)>0

= XD]1, +o[  FEO=[ fOdt>0 0 FE= [Tt

0 Ox0Jo,1[ F(x)= ff(t)dt<o

X

1

De plus X OR  F(2)= [ f(tydt=~-[ f(t)ot
X x 1

— OXOR: F(%):—F(x)

2. Montrons que FOC”(R))
La fonction f est continue sur | -1 +o[; de plus

. 1 . . L. .
les fonctions x -~ — et X — x sont des involutions dérivables de R,
X

La fonction F est donc dérivable sur R

9 N 9 B I(x3+1)
(X +1)(x2 — x +1)? XZ(%+1)(%—%+1) - (X +1)(x2 = X +1)?

Ox OR, F‘(x):f(X)+i2f(1)=
X X

. 9 S
= XOR, F'X)=———— =FOC"(R)
X-—x+1

3. Explicitons la fonction F

Ox OR; F(x)=fF'(t)dt:DxDRj = F(x)=6\/§Arctan2f/%1—nJ§

La fonction F admet donc un prolongement de classe C* sur R



4. Etudions la fonction F au point 0, a + o, et au point 1.

La fonction F admet un prolongement de classe C* sur R; elle admet

donc au point 0, & tout ordre un developpement limité de Taylor Lagrange.
9

De plus: F '(x):xz_—x+1 §9(1+x+0(x)):> F(x):—2rd§ +9x+%x2+0(x2)

. g . . 1
La fonction F vérifie la relation [x OR, F(x)= —F(;)

De | "étude au point 0, nous déduisons | 'étude de F a + ; la fonction F admet
donc a + et a tout ordre un développement limité rationnel.

De plus F(x) = 27T\/§——9—i2+0(i2)
+oo X 2X X

De méme F admet & tout ordre un développement de Taylor au point 1
, _ 9 _ B _ _ _g Ty, 132
F (1+h)-hz+—h+1 39(1 h +o(h)) = F(x) = 9(x-1) 2(x 1% +o((x —1)%)

5. Etude des variations et de la convexité de la fonction F

X 0 Yo 1 2

F” 0

O
+
1
1
(o)
o

F’ 9 + 12

+
(o]
+

o




