CORRECTION

1. Etude de la fonction f définie par la relation : f(x =%
shx

1. Domaine : la fonction f est de classe C” sur R*, paire et >0

2. Etude aux bornes

a) étude au point 0. f—1
De plus, la fonction f admet a tout ordre au point 0 un développement limité

polynomial obtenu en divisant 1 par la partie principale du développement limité a I ordre n

shx
de — de premier terme 1.
X

Explicitons le développement de [ au point 0 a [ ordre 5.

Jx)= P 14 =1—x—2+—x4+0(x5)

l+—+—+o(x’) 6 360
3 5

La fonction [ admet donc un prolongement continu et dérivable
au point 0, tel que f(0)=1 et f'(0)=0
(il est possible de prouver que ce prolongement est holomorphe sur C)

b) étude a F © f(x) ~2| x| et*!

3. étude de la fonction f'
shx — xchx

\vd R ! =
*e /) sh’x

x+x—3+o(x4)—){l+%2+o(x3)} |
= f'(x)= ~—=X

x+o(x?) o 3

la fonction f' est donc continue sur R, donc f eC'(R)

la fonction f ' est impaire et [ '(x) ~-—2x et
Foo

la fonction f' est continue sur R, et dérivable sur R,
de plus f'(0)=0 et f'——>0
Nous déduisons de [ extension du théoreme de Rolle que:
da eR; f "(@)=0
Or, f " est paire; donc: F3aeR : f"(@)=f"(-a)=0
(Une étude plus approfondie montre que ce point o est unique; et que
aux points a et —a, [ présente une inflexion)
4. Etude des variations de f

chx
N [x — thx]

De ['étude de la fonction g définie par g(x)=x—thx, on déduit :

VxeR f'(x)=-



5. Etude d' une bijection :

La restriction de f a R, est une application continue et strictement
decroissante telle que f(0)=1 et f——0

Donc f définit une bijection de R sur 10, 1]

Sa réciproque [~ est une bijection continue et strictement décroissante
de 10,1 ]sur R, .

De plus f est dérivable sur 5. Etude d'une bijection :

La restriction de f a R, est une application continue et strictement
décroissante telle que f(0)=1 et f——70

Donc [ définit une bijection de R, sur 10,1 ]

Sa réciproque f~ est une bijection continue et strictement décroissante
de 10,1 ]sur R, .

De plus f est dérivable sur R, ; f' s annule au point 0, et ne s'annule

en aucun point de R’.

Donc [~ est dérivable sur 10, 1[, mais ne |'est pas au point 1.
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Il. Etude de la série Zm

1. Etude de la fonction h définie par la relation h(x):(2_1)2
X+



Etude de ['intégrabilité de h sur R,

[h eC(R,) et h(x)~ ! }:h est intégrable sur (R,)

4x°
d T
De plus I al > ={— } ==
r 2x+1) 22x+1) . 2
2. Etude de la série z—lz
2n+1)
La série considérée converge d' apres le critere de Riemann,

1
neN (27’1 + 1)2

D' apres le théoréeme de comparaison somme de séries et intégrales généralisées:

1 dx 1 1 3
E 2<.[ 2< E PruE—— >—-—<0<-
@2n+1) (2x +1) Qn+1) 2 2

et o=

neN" R, neN
1 1 3
r ——>1 Donc —— e |l; =
;(2;1 +1)? ;,(211 +1)? } 2 [

2

De plus ED= Y, ==Y, sty =i o=

nent 1 neN* (2”1) neN (2n+1)2 6
> o
= Q2n+1y 8

IIl. Etude de [ intégrabilité de [ sur R,

X

[f eC(R,) et f(x) ~ 25x " :0(e_2) = f est intégrable sur R,

De plus I f(x) dxe R,
R+

n

2xe™ " =2
Or:VneN VxeR, Y 2xe®r= A ald

2x
k=0 I—e

—-(2n+3)x




—(2x+3)x

. 2xe " u _ 2xe
—=VneN VxeR = 2xe Ghbe e
+ 1 -2x 1 -2x
—-e k=0 —€

=>VneN VxeR; f(x)= 22xe—(2k+l)x b f(x)e @xn
k=0

Or, les n+3 fonctions intervenant dans cette égalité sont chacunes continues

2

sur R, et négligeable a + © devant e , et de ce fait intégrables sur R,.

Donc:

VneN j f(x)dx — iz '[X e—(2k+l)xdx+ j f(x)e—Z(nJrl)xdx
=0

R R R

+ + +

Or. YkeN J'x e D oy = [ = . —(2k+1)x} 1
R

J’ —(2k +D)x .
— e dx —_2
2k+1 o 2k+13 (2k+1)

n 1
Donc : ¥YneN )dx =2y —— + x) e 2thr
if() ;(%H)z if()

Or : VneN 0< If(x)e—z(nﬂ)xdx < _[1 e—Z(n+1)xdx <

R R

o

2n+1)

+

Donc J.f(x) ey — 50

n—+0o +
Ry

Toutes les suites intervenant dans [ égalité définissant J. f(x)dx
R

+

étant convergentes, nous deduisons par passage a la limite pour n — +0 que ;

X 1

» -
s shx = (2n+1)?

+

z
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