Etude de la fonction : x—L—In(x*+1)

1. 1. La fonction f est de classe C” sur R, paire et positive.
2. f(x) = In(x") = f(x) ~ 41nlx|
Foo Foo
Montrons que [ admet a tout ordre un développement asymptotique

au voisinage de F co.
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VxeR f(x)= ln[x4(l+—4)}= In(x")+In(1+—)
X X

Or la fonction x — In(1+x) admet a tout ordre
au point 0 un développement de Taylor Lagrange.
Donc f admet a tout ordre a too u~développement

asymptotique, de partie principale 41nlx|, dans
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Explicitons celui a la précision (—;
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3. f(x) ~ x*
De plus, fe€C”(R). La fonction f admet donc en tout point de R,

et a tout ordre un développement limité polynomial de Taylor Lagrange.
En particulier ; f(x)i x* —%xs +%x12 + o(x")

4x°
xt+1

4. Etude des variations de f : Vxe R f'(x)=



5. Etude de la restriction de la fonction f a R

La restriction de la fonction f a R_ est une

application continue et strictement décroissante, admettant
pour limite +oc0 a@ — oo et prenant la valeur 0 au point 0.
Donc, cette restriction définit une bijection de R sur R,.

Sa réciproque est donc une bijection continue et strictement
décroissante de R, sur R .

De plus, [ est deérivable sur R_; la fonction f' ne s annule

en aucun point de R° mais s annule au point 0, tel que f(0)=0.

La fonction f~ est donc dérivable sur R, mais ne ['est pas

au point 0; de plus (f7') (0)=—o



II. Etude de ['intégrabilit¢ de f sur le segment [ O ; 1]

1. La fonction f est continue sur le segment [ 0 ; 1], elle y est

donc intégrable et:

0< j; f(x)dx < In2

De plus, en intégrant par parties:

j;m(x“ +1)dx = [rIn(x* +1)1—4 01

1 1
:>_[01n(x4+1) dx=In2-4+4

x4
xt+1
dx
0x*+1

dx

Nous sommes ramenés au calcul de ['intégrale

d' une fonction rationnelle.

1
Décomposition de P dans C(X) puis dans R(X)

VzeC z'+1=03ke{0;1;2;3} : z=w,=¢ *

T, T
iz
( 2)

1 L«
= Ia)eC*: = L
(@) X +1 kZX—a)k

= Vk e{0;1;2;3} o, =

1

=0
1 o ——la)
4 4w} 4"
l( , , N w, N w, )

> =- + J
X +1 4\ X~-0, X-0 X-0o X-o

Puisque @, et w, sont complexes conjugués

ainsi que @, et @,
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4. Calcul de I'intégrale IO 4i1
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= [ dx (7[+1n(3+2\/_))

0 x* +1

= jolln(x‘* +1)dx = In2 +%ln(3 +242)+ T‘/_ —4

4. La fonction x —£—cosx In(sin*x +1) dx

7l' T
est continue et paire sur le segment [ % 2}

elle y est donc intégrable.

/2 - /2 -
De plus : I_ﬂ/zcosx In(sin” x +1) dx=2_|'0 cosx In(sin” x+1) dx

2jlln(u4 +1) du

/2

:>j cosx In(sin’ x+1) dv = 2In2+2In(3+2v2)+ 72 - 8

5. La fonction x —£—sinx In(sin* x +1) dx

. . . T T
est continue et impaire sur le segment [—3;5};

elle y est donc intégrable.

De plus : Iﬁ/jzsinx In(sin* x+1) dx=0



6. Pour tout ne N, la fonction x —2— ™ In(x* +1)

est continue sur le segment [ 0 ; 1 |, elle y est donc

1 .
int égrable. La suite qoelx In(x* +1)dx)est donc définie sur N.
D' apres le théoreme de Gauss— Riemann — Lebesgue

I;e“ In(x* + 1dxr—— 0

n— oo

car f est intégrable sur [ 0 ; 1].

1ll. Etude de la suiteu définie par :

u,=1 A VneN  u, =In( +1)
FCO0;1]D=[0; In2]c[0;1]
La fonction f stabilise le segment [ 0 ; 1 ].
Or, y,=1;
la suite u est définie sur N, et bornée prenant
ses valeurs dans [ 0 ;1]
La fonction f est strictement croissante sur le
segment | 0 ; 1] qu elle stabilise; la suite u est
donc monotone.
Puisque u, =In2 <1=u,

la suite u est donc strictement décroissante.

La suite u est bornée et strictement décroissante;
donc d apres le théoreme dé Dedeking, la suite u
converge et admet une limite A €[ 0; In2 [, qui est
solution de [ équation A =In(A*+1)

Or VAe]0;1[ ) O0<In(A'+)<A*<A<l

L' équation A =1n(A* +1) n admet donc pas de solution
sur 10 ;1 [ Donc u—0,

De plus, pour n —+oo u,, =In(u +1)+~mu:

vro
Donc, pour n— +oo dn, e N u, ;uno“ )

La convergence de u vers 0 est donc trés rapide

1
Dou u, = o(—)
n!
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