Algorithme de Heron d'Alexandrie - Réponse

Exercice 1 - Réponse

& lzorittene de Héron d' Alexandre :

Soit acRY. On considére la suite (17,) difinie par:
a

1
UpeR, «¥nesH Uy ==, +—
2 o,

oo 1
1) Soit £ la fonction definde pa.r:\f:-:E]R'. f, (=) =E{:-: +%}

1 & —a

£, eat declasse C™aurR* ef impaire o £ ') =5{

)

}:2'
La foncton f, est comtinue sur B}, adwet an point +& un min imum gbacln de
waleur -3, et des limites a dmite de 0 etd + o égale & + o

On en déduit que :

(R =[«E:+m[ i fa{[w'q:+m[}=[w"€:+m[

2y Feprésentation graphique des prerniers temmes de la suite (7.3

Cf apres I étde graphique, on pent conjectrer que pour tout n la suite ()

est difinde sur B, décroissante sur MY et converze mpidernent wers 4fa.

a) Montmons par récumence que la suite (17,3 est définie sur BL et rinorée par -
sur H* pour tout Uy =RBY

Par démonstmation anténeure £, (R} =[1|E;+°°[ ’ fa{[£;+m[}=[ £;+m[

Ug €Ry = 31 =1, (Ug) g 2 1+e

A ¥neH [aune[ﬁ;m[:aum =fa{Un}E[£:+m[]

Dome - ¥Ug €R}  vnel' 3IU, o Vai+n]

by Montrons par récumence que pour tout a S0, et pour tout Ty =07,
la suite (IT.} est 3 wleurs mtionnelles

1
aclll aUy=l; »¥neH |:T_TTL el =1, =E{Un+Ui}E'lﬂ:_i|
T

Done : fasl} ~Upebii=vynesl U, =0}
Eemarque : ce m@sulfat a un grand intéret pratique
¢y hontrons que la suite (0,0 est constan te 51 et seulement si Ty =1
La suite (U0} est consfante si et seulernent sivneEH 1, =T,
Or U, g=U, ¥n=H = ¥neH U, =£ (U}
= ¥neM U, =4
= 1 =,,E
Bi la suite (U0,) est constan te, alors nécessaiterment Uy =2
Réciproquernent, raonfrons par récumence que si Up =+, alors
la suite {173 &3t constante

Ug =+ « ¥neM [Uy =a= Uy, =£,6A) =4k]
Done Uy =+va=¥nsH U, =45
En conclusion, la suite (17,0 est constante, si et seulement s, Uy =&

dy Soit Uy R - {42} Montrons que la suite (U, ) est strictement décroissante sur M’

U% —-a
UTL

<0

¥n EN‘ UTL+1 —U.n_ =—

e Montrons que pour fout U7, RS —{JE}. la suite (T, converge wvers 2 par vwaleurs supéTiEures

Pour tout Ug R} -2}k wneH' I suite (7,) est strictement décroissante, et minorée par 3. Elle converse
done, et adwet une livaite b, qui puisque la fonction £, est continme sur B, est solution de 1 équation & =f, (b
Done ¥l R} {Un}—;ﬁ

3y Explicitation de la snite {U:}. et Emde desa witesze de cororerzence

a) On considere la suite (W) définde par :

_U A
_UTL +a

Montmons que: ¥nel W =2

¥neH W

. .1 —-2 1 a 1+,
yneH Wy =3l L UL = = alU, =4a —2
|: T+l T, + 43 s T Z{UTH-T_TTL} s l—VTL:|

=vneH V="
n
Monfrons par récumence gque i ¥neEH W =“J,;,2
1] 1
Vu =1J|:|2' » ¥l |:‘JT|. =V|:|2'TL =='1JT|.+1 =1"FT|.E =1I.F|:|2'Tl+ ]

Donc: ¥nsH =“J,:,zTL
Explicitons la suite {0,7:

1L [Po-+a
Y e
L —1"; U|:|+1.'rE_t
Vy=— " —wypeM U -5 —— 1T
L Ty ++1 b UD—-\'I'EL_
I
U|:|+1|"E
ﬁrﬂ Iz“
UU_ a UU_ da
Done U, =+fa|l+2| 2—2 ——
PP [un+£] o+

Retrarque pour fout Uy R 13 suite (17,3 converze done s mpiderent
wrs a, et dans I cas gfnéml par valeurs péTienres. Ceci est duan fait que £,' (v2)=0.
Un coup de génie de Héron et ce dés 1 antiquits.
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