Calcul intégral Cours

CHAPITRE 16 : CALCUL INTEGRAL

La notion d’intégrale a été définie au chapitre 9.

Rappelons que I’on a toujours a <bh

1.1. Relation de Chasles

Soit f'continue sur /, trois réels a, b et ¢ quelconques de I’intervalle /,

_[: f(x)dx:_[: f(x)dx+J.cb f(x)dx

Démonstration admise (dans le cas général, on peut facilement la démontrer lorsque f est positive

surl)

Exemple

Calculer _[ ) |sinx| dx

On utilise la relation de Chasles

T 2

J‘“ | sin x| dx=Insinxdx+jzn(—sinx)dxz[—cosx] +[cos x] =4
0 0 n 0 T
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1.2. Linéarité

1.2.1. Intégrale et addition des fonctions
Propriété

I: (f(x)+ g(x))dx = j : f(x)dx+ j 2(x)dx

En effet, si F' et G désignent une primitive sur / de f'et g respectivement, alors
J. (f(x)+ g(x))dx :[F(x) + G(x)]a = [F(b) + G(b)] — [F(a) + G(a)] =
[F(b)—F(a)]+[G(b) - G(a)] = j F(x)dx+ j g(x)dx
1.2.2. Intégrale et constante multiplicative
Propriété

Vk eR, Ibkf(x)dx=k j f(x)dx

Si F désigne une primitive de f;, alors

Vk R, j k f (x)dx = [kF(x)]i = k[F(b)]|-k[F(a)]= k[F(b) - F(a)] = kj: f(x)dx

Remarque

En appliquant les deux propriétés précédentes, on obtient ;

Si f, et f, sontdes fonctions continues sur [ a,b |, alors

Vk eR,Vk,eR | J.h[klfl(x)+k2f2(x)]dx:kl j fl(x)dx+k2jb £, (x)dx
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1.2.3. Interversion des bornes
Propriété
L F(x)dx=— j f(x)dx

Démonstration

[ f@dv=F@-F®) e j f(x)dx = F(b)—F(a)

1.3. Ordre et intégration

Propriété
1). si Vxe[a,b], f(x)=0 alors J‘bf(x)deO

ii). si Vxe[a,b], f(x)<0 alors Ibf(x)dxso

iii). si Vre[a.b], f(x)<g(x) alors | () dx < [ o(x)d

1) I f(x)dx représente une aire, qui par définition est un réel positif

ii) I f(x)dx est égale a I’opposé de ’aire
1ii) si Vxe [ a,b ] , f(x)<g(x) alors f(x)—g(x)<0

et d’apres ii) J. [f(x)—g(x)]dx <0, soit en appliquant la linéarité de Iintégrale 1.2

alors j b F(x)dx < j b 2(x)dx
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1.4. Valeur moyenne d'une fonction et inégalité de la moyenne.

1.4.1. Valeur moyenne d’une fonction

fune fonction continue sur un intervalle I, on appelle valeur moyenne de f'sur [ a,b ]

1
b—a

jﬂb F(x) dx

le nombre réel égal a

Exemple

Calculer la valeur moyenne de la fonction f : x+>cosx sur [ O,g }

n/2 /2

Nous avons I cosxdx= [sin x] =1
0 0

La valeur moyenne de la fonction f : x+>cosx sur { 0,%} est égale a % = 2
T
2
1.4.2. Inégalité de la moyenne

Théoreme

Soit f'est une fonction continue sur un intervalle 7 et a et b deux réels € 1

1) Si Vx € [, il existe deux réels m et M avec m < f(x) <M alors
m(b—a) gj F(x)dx< M (b-a)

i) Si Vx eI, il existe un réel M >0 avec | f(x)|<M

‘ j F(x)dx

<M(b-a)
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Si Vx e[, il existe deux réels m et M avec m < f(x) < M, en intégrant entre a et b, puisqu’il y a

conservation de 1’ordre, on obtient :
j mdxsj f(x)dx sj M dx

PuisqueJ. mdx=(b—-a)m et Ide:M(b—a)

On a bien m(b—a) < j f(x)dx< M (b—-a)

Exemple

Comparer les deux intégrales / :J‘ x’dx et J :I V1+x* dx

Ona VxeR, x'<l+x*

la fonction @ : X > v X est strictement croissante sur [ 0 ,+oo[

et donc, en particulier Vxe[ 0, 1], x> <v1+x*

et I=I]x2dx< J:II\/1+x4 dx

1.5. Intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

Propriété
1) Si f'est une fonction paire et si f est continue sur [ -a,a ] alors I f(x)dx = 2I f(x)dx

i1) Si f est une fonction impaire et si f est continue sur [ -a,a ] alors I f(x)dx=0

iii) Si f'est continue sur R et de période T alors quel que soit le nombre réel o

j F(x)dx = j F(x)dx
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Exemple

Calculer I singsin2 x dx

-n

. X . . .
La fonction f: x> s1n§s1n x est continue sur [—n,n] et impaire

X .
Donc '[ s1n§sm2 xdx=0
n/4
De méme .[ tanx dx =0 (continuité et imparité)

—n/4

. . T T . .
La fonction f : x> tanx est continue sur [_Z’ Z} et impaire

Exemple

Calculer '[l | )c|3 dx

La fonction [ : x> | X |3 est continue sur [—l, 1] et paire

1

Ill|x|3 dx =2.|‘01 x’ dx:2{xjj :%

0

Exemple
L " sin x
Calculer I’intégrale / :J ————dx
o 24cosxsin” x
. sin x . .
La fonction f: x> ————— est continue sur R, donc / existe

2+cos xsin® x
Puisque VxR, f(x+2n)= f(x), la fonction fest de période T =2n
En appliquant la propriété iii) avec oo = -

2n 3 n 3
Sin x Smx
——dx =I ——dx

ona'f —
= 2+cosxsin” x

o 24cosxsin® x
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La fonction f'est aussi impaire et son intégrale sur [ -T,T ] est nulle

2n M
sin x
donc I:I ———————dx=0
o 2+4cosxsin” x

Théoréeme

fune fonction continue sur un intervalle /et a € [
La fonction F définie sur / par : F(x)= j f(t)dt est 'unique primitive sur / de la fonction /' qui

s’annule sur /.

Application

1
1) Montrer que, pour tout >0, 1—t£ﬁ£1—t+t2
+

2 2 3
X

2) En déduire que pour x >0, x—%sln(l+x)£x—x7+?

On étudie le signe des différences

1 1-(1-¢) ¢ . ..
——(+1= = qui est un nombre positif lorsque >0
1+¢ 1+¢ 1+¢
Donc V¢ >0, l—tsL
1+1
De méme

1 (1-t+HA+0-1_ 7
1+¢ 1+¢ 1+¢

1-t+1 -

qui est un nombre positif lorsque ¢ >0

Donc V>0, le—t+t2
1+¢

Utilisons le théoréme : la fonction F définie sur I = [ O,x] par : F(x)= J f(t)dt est I’'unique

primitive sur [ 0,x | de la fonction f qui s’annule en 0.
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Si x>0, les inégalités précédentes sont valables sur [ 0,x ] , et donc

[ (1—t)dtij%ij(1—t+ﬂ)dt

soit
2 2 3
Vx 20, x—x—SIn(1+x)£x—x—+x—
2 2 3
Application
. S *odt
F est la fonction définie sur R par F(x) = I W
o 1+

Déterminer le sens de variation de F sur R

La fonction f :t+> 1 est continue sur R, donc F existe et F est ’'unique primitive de /' qui

t2

s’annule pour x=0.

F est dérivable sur R et Vx e R, F'(x):(_[ 1dtt2J = ! >
o I+

donc VxeR, F'(x)>0

Fest strictement croissante sur R

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O; i, j , k )
L’unité de volume est le volume du cube ayant pour aréte I'unité de longueur définie par le

repere

Théoreme

On considére un solide délimité par les plans d’équations respectives z=a et z=5b.
On désigne par B(z) la section plane de ce solide avec le plan perpendiculaire a Oz de cote z

(a<z<b)
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On note S(z) 'aire de la section B(z)

Le volume V, en unités de volume, de ce solide est égal a :

V:.[b S(z)dz

Exemple

Volume d’une sphére
Considérons la sphere de centre O et de rayon R.

Elle est située entre les plans de cotes -R et R

Soit z un réel de [—R ,R] . L’intersection de la sphere et du plan de cote z est le disque B(z) de

rayon 7 =+ R>—z" dont I’aire est égale & S(z)=nr> =n(R* -z°)

La fonction f : z+> S(z) est une fonction continue sur [-R, R]

Le volume de la sphere est donc égal a :

3R 3 3
R . 2R 2R 4
V=| S(z)dz=| n(R*-z%)dz=mn|R* _Z =T — =—nR’
| SGyd=[ w(r-)ds {3 |5
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